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Teoremi fondamentali
Se f : I → R e` integrabile in tutti gli intervalli chiusi e limitati I0 ⊂ I poniamo,
per a, b ∈ I:
∫ b
a
f(x) dx =

∫ b
a
f(x) dx se a < b,
0 se a = b,
−
∫ a
b
f(x) dx se a > b.
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Definizione
Se x0 ∈ I e` definita per ogni x ∈ I la funzione:
Fx0(x) :=
∫ x
x0
f(t) dt
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Il primo teorema fondamentale del calcolo tratta il problema di derivare un
integrale il cui estremo superiore di integrazione e` variabile
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Definizione
Se x0 ∈ I e` definita per ogni x ∈ I la funzione:
Fx0(x) :=
∫ x
x0
f(t) dt
Fx0(x) e` detta funzione integrale di f di punto iniziale x0.
Il primo teorema fondamentale del calcolo tratta il problema di derivare un
integrale il cui estremo superiore di integrazione e` variabile
Questo e` possibile solo restringendo il campo delle funzioni integrande alle
sole funzioni continue
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Primo teorema fondamentale
Sia f : I → R continua su I intervallo di R. Fissato x0 ∈ I la funzione integrale
Fx0(x) e` derivabile per ogni x ∈ I e si ha:
d
dx
Fx0(x) = F
′
x0
(x) = f(x).
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Secondo teorema fondamentale
Sia f [a, b]→ R derivabile con derivata prima f ′(x) continua. Si ha allora che:
f(b)− f(a) =
∫ b
a
f ′(x)dx.
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Secondo teorema fondamentale
Sia f [a, b]→ R derivabile con derivata prima f ′(x) continua. Si ha allora che:
f(b)− f(a) =
∫ b
a
f ′(x)dx.
Formula di Newton-Leibniz
Se f : [a, b]→ R e` una funzione continua, ed F : [a, b]→ R una qualunque
primitiva di f , allora ∫ b
a
f(x) dx = F (b)− F (a).
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Si scrive F (b)− F (a) con il simbolo
[
F (x)
]x=b
x=a
, quindi la tesi diventa:
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Si scrive F (b)− F (a) con il simbolo
[
F (x)
]x=b
x=a
, quindi la tesi diventa:∫ b
a
f(x) dx =
[
F (x)
]x=b
x=a
.
Ad esempio, visto che una primitiva di f(x) = x e` F (x) = 1
2
x2, abbiamo:
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Si scrive F (b)− F (a) con il simbolo
[
F (x)
]x=b
x=a
, quindi la tesi diventa:∫ b
a
f(x) dx =
[
F (x)
]x=b
x=a
.
Ad esempio, visto che una primitiva di f(x) = x e` F (x) = 1
2
x2, abbiamo:∫ b
a
x dx =
[x2
2
]x=b
x=a
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Si scrive F (b)− F (a) con il simbolo
[
F (x)
]x=b
x=a
, quindi la tesi diventa:∫ b
a
f(x) dx =
[
F (x)
]x=b
x=a
.
Ad esempio, visto che una primitiva di f(x) = x e` F (x) = 1
2
x2, abbiamo:∫ b
a
x dx =
[x2
2
]x=b
x=a
=
1
2
(
b2 − a2) .
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a
f !a"
b
f !b"
x
y
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Area fra due curve y = g(x), y = f(x)
a
f !a"
b
f !b"
g!a"
g!b"
x
y
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Formula generale ∫ b
a
|f(x)− g(x)| dx
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Formula generale ∫ b
a
|f(x)− g(x)| dx
nell’usarla attenzione ai cambiamenti di segno
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a
f !a" b
f !b"g!a"
g!b"
x
y
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Esercizio
Calcolare l’area della parte di piano compresa fra la funzione f(x) =
√
x− x+ 2
e l’asse x nell’intervallo [2, 6]
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Esercizio
Calcolare l’area della parte di piano compresa fra la funzione f(x) =
√
x− x+ 2
e l’asse x nell’intervallo [2, 6]
Osservato che agli estremi dell’intervallo si ha
f(2) =
√
2 > 0 e f(6)− 4 +√6 < 0
siccome la funzione cambia segno l’area e` data dall’integrale del suo valore
assoluto
A =
∫ 6
2
∣∣√x− x+ 2∣∣ dx
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Esercizio
Calcolare l’area della parte di piano compresa fra la funzione f(x) =
√
x− x+ 2
e l’asse x nell’intervallo [2, 6]
Osservato che agli estremi dell’intervallo si ha
f(2) =
√
2 > 0 e f(6)− 4 +√6 < 0
siccome la funzione cambia segno l’area e` data dall’integrale del suo valore
assoluto
A =
∫ 6
2
∣∣√x− x+ 2∣∣ dx
Quindi devo capire come e dove cambia segno
√
x− x+ 2.
12/24 Pi?
22333ML232
Per la struttura della funzione ha senso porre
√
x = y sicche´ devo conoscere
il segno di y − y2 + 2 con la limitazione
√
2 ≤ y ≤ √6.
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Per la struttura della funzione ha senso porre
√
x = y sicche´ devo conoscere
il segno di y − y2 + 2 con la limitazione
√
2 ≤ y ≤ √6.
Ora ho che y − y2 + 2 = (1 + y)(2− y) e quindi
√
x− x+ 2 = (1 +√x)(2−√x)
Siccome i radicali sono positivi ho che il fattore (1 +
√
x) e` strettamente
positivo e dunque
f(x) = (1 +
√
x)(2−√x) ≥ 0
⇐⇒ 2−√x ≥ 0
⇐⇒ √x ≤ 2 ⇐⇒ 0 ≤ x ≤ 4
13/24 Pi?
22333ML232
Conclusione
A =
∫ 4
2
(√
x− x+ 2) dx+ ∫ 6
4
(−√x+ x− 2) dx
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Conclusione
A =
∫ 4
2
(√
x− x+ 2) dx+ ∫ 6
4
(−√x+ x− 2) dx
=
[
2x3/2
3
− x
2
2
+ 2x
]4
2
+
[
−2x
3/2
3
+
x2
2
− 2x
]6
4
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Conclusione
A =
∫ 4
2
(√
x− x+ 2) dx+ ∫ 6
4
(−√x+ x− 2) dx
=
[
2x3/2
3
− x
2
2
+ 2x
]4
2
+
[
−2x
3/2
3
+
x2
2
− 2x
]6
4
=
16
3
−
(
2 +
4
√
2
3
)
+ 6− 4√6−
(
−16
3
)
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Conclusione
A =
∫ 4
2
(√
x− x+ 2) dx+ ∫ 6
4
(−√x+ x− 2) dx
=
[
2x3/2
3
− x
2
2
+ 2x
]4
2
+
[
−2x
3/2
3
+
x2
2
− 2x
]6
4
=
16
3
−
(
2 +
4
√
2
3
)
+ 6− 4√6−
(
−16
3
)
=
4
3
(
11−√2− 3√6
)
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Integrali indefiniti
L’insieme delle primitive della funzione continua f : [a, b]→ R viene detto
integrale indefinito e` indicato con il simbolo di integrale, cui vengono tolti gli
estremi di integrazione: ∫
f(x) dx
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L’insieme delle primitive della funzione continua f : [a, b]→ R viene detto
integrale indefinito e` indicato con il simbolo di integrale, cui vengono tolti gli
estremi di integrazione: ∫
f(x) dx
Si usa scrivere, talvolta con l’indicazione della costante additiva, formule del
tipo:
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Integrali indefiniti
L’insieme delle primitive della funzione continua f : [a, b]→ R viene detto
integrale indefinito e` indicato con il simbolo di integrale, cui vengono tolti gli
estremi di integrazione: ∫
f(x) dx
Si usa scrivere, talvolta con l’indicazione della costante additiva, formule del
tipo: ∫
cosxdx = sinx+ C ⇐⇒ d
dx
sinx = cosx
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Formule di integrazione indefinita∫
k dx = k x, k ∈ R
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Formule di integrazione indefinita∫
k dx = k x, k ∈ R∫
xdx =
1
2
x2
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Formule di integrazione indefinita∫
k dx = k x, k ∈ R∫
xdx =
1
2
x2∫
1
x
dx = ln |x| , x 6= 0
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Formule di integrazione indefinita∫
k dx = k x, k ∈ R∫
xdx =
1
2
x2∫
1
x
dx = ln |x| , x 6= 0
∫
xα dx =
xα+1
α+ 1
, α 6= −1
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Formule di integrazione indefinita∫
exdx = ex
∫
axdx =
ax
ln a
, a > 0∫
sinxdx = − cosx∫
cosxdx = sinx∫
tanxdx = − ln |cosx|∫
1√
1− x2 dx = arcsinx
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Formule di integrazione indefinita∫
1
1 + x2
dx = arctanx∫
sinhxdx = coshx∫
coshx dx = sinhx∫
tanhx dx = ln coshx
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Formule di integrazione indefinita∫
1√
1 + x2
dx = arcsinh x = ln
(
x+
√
1 + x2
)
∫
1
1− x2 dx = arctanhx =
1
2
ln
(
1 + x
1− x
)
|x| < 1
∫
1√
x2 − 1 dx = arccoshx = ln
(
x+
√
x2 − 1
)
x > 1
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Formule di integrazione indefinita∫
sin2 xdx =
1
2
(x− sinx cosx)∫
cos2 xdx =
1
2
(x+ sinx cosx)∫
sinh2 x dx =
1
2
(sinhx coshx− x)∫
cosh2 x dx =
1
2
(x+ sinhx coshx)
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Teorema del cambio di variabile
Sia f : [a, b]→ R una funzione continua. Sia poi ϕ : I → R una funzione deriv-
abile con derivata prima continua tale che:
• per ogni t ∈ I, ϕ(t) ∈ [a, b];
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• l’equazione ϕ(t) = a ha almeno una soluzione α;
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Teorema del cambio di variabile
Sia f : [a, b]→ R una funzione continua. Sia poi ϕ : I → R una funzione deriv-
abile con derivata prima continua tale che:
• per ogni t ∈ I, ϕ(t) ∈ [a, b];
• l’equazione ϕ(t) = a ha almeno una soluzione α;
• l’equazione ϕ(t) = b ha almeno una soluzione β.
Si ha allora che: ∫ b
a
f(x) dx =
∫ β
α
f (ϕ(t))ϕ′(t) dt.
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Esercizio
I =
∫ 1
0
√
1− x2 dx
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Esercizio
I =
∫ 1
0
√
1− x2 dx
Poniamo f(x) =
√
1− x2, ϕ(t) = sin t.
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Esercizio
I =
∫ 1
0
√
1− x2 dx
Poniamo f(x) =
√
1− x2, ϕ(t) = sin t.
Per ogni t ∈ R e` ben definita la funzione composta f (ϕ(t)).
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Esercizio
I =
∫ 1
0
√
1− x2 dx
Poniamo f(x) =
√
1− x2, ϕ(t) = sin t.
Per ogni t ∈ R e` ben definita la funzione composta f (ϕ(t)).
Risolviamo le equazioni ϕ(t) = 0 e ϕ(t) = 1. Esse hanno infinite soluzioni:
per il teorema del cambio di variabile abbiamo la massima liberta` di scelta;
prendiamo, ad esempio, t = 0 e t = pi
2
.
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Essendo ϕ′(t) = cos t la formula del cambiamento di variabile porge:
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I =
∫ pi
2
0
√
1− sin2 t cos tdt.
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Essendo ϕ′(t) = cos t la formula del cambiamento di variabile porge:
I =
∫ pi
2
0
√
1− sin2 t cos tdt.
Se e` vero che la scelta dei nuovi estremi, quando ci sono piu` soluzioni e` libera,
e` anche vero che, una volta fatta, essa vincola il seguito del calcolo.
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Essendo ϕ′(t) = cos t la formula del cambiamento di variabile porge:
I =
∫ pi
2
0
√
1− sin2 t cos tdt.
Se e` vero che la scelta dei nuovi estremi, quando ci sono piu` soluzioni e` libera,
e` anche vero che, una volta fatta, essa vincola il seguito del calcolo.
La nuova variabile t e` sottoposta alle limitazioni 0 ≤ t ≤ pi
2
allora√
1− sin2 t = cos t,
quindi:
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I =
∫ pi
2
0
cos2 tdt =
[t+ sin t cos t
2
]pi
2
0
=
pi
4
,
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I =
∫ pi
2
0
cos2 tdt =
[t+ sin t cos t
2
]pi
2
0
=
pi
4
,
Per l’arbitrarieta` della scelta degli estremi se, anziche´ scegliere la radice t = 0
dell’equazione sin t = 0 avessimo preso, ad esempio, la radice t = pi avremmo
dovuto scrivere
√
1− sin2 t = − cos t in quanto in [pi
2
, pi
]
il coseno ha segno
negativo.
